Seminar Zufallmatrizen

Dieses Seminar gibt eine Einfiihrung in die faszinierende Welt der Zufallsmatrizen und ihre Anwen-
dungen in verschiedenen Bereichen der Mathematik und Physik.

Wie bereits der Name vermuten lasst, ist eine Zufalsmatrix eine matrixwertige Zufallsvariable. Bei
grofden Datenmengen oder Systemgro3en konnen Abhangigkeiten oft nicht mehr deterministisch bes-
timmt werden und miissen dann iiber Wahrscheinlichkeitsverteilungen modeliert werden. Deshalb
spielen Zufallsmatrizen eine wichtige Rolle beim Studium komplexer Systeme und sie finden in vielen
Feldern Anwendung. Prominente Beispiele sind die Quantenphysik, die Physik ungeordneter Systeme,
die Modellierung biologischer Systeme und die Datenanalyse. So postulierte Eugene Wigner bereits
in den 1950er Jahren, dass der Abstand der Spektrallinien im Spektrum schwerer Nukleonen dem
Levelspacing der Eigenwerte von Zufallsmatrizen entspricht. Dariiber hinaus kann die Verteilung der
Nullstellen der ¢-Funktion durch die Verteilung der Eigenwerte einer bestimmten Klasse von Zufallsma-
trizen modelliert werden.

Grundsatzlich sind wir an den spektralen Eigenschaften von Zufallsmatrizen interessiert. Beispiel-
sweise ist die Hesse-Matrix der potentiellen Energie von ungeordneten Vielteilchensystemen wieder eine
Zufallsmatrix und ihre Eigenvektoren sind gerade die Eigenmoden des Systems. Uberraschenderweise
konnen hier viele Fragen deterministisch beantwortet werden, wenn die Matrizen unendlich grof$ werden.
Die Eigenwerteverteilungen verschiedener Klassen von Zufallsmatrizen konnen gegen eine gemeinsame
universelle Verteilungsfunktion konvergieren. Dies ist ein Fall einer Konzentration des Mafses und wird in
der Physik oft als self-averaging bezeichnet. Betrachten wir beispielsweise eine symmetrische N x N Ma-
trix deren Eintréage gleichverteilt —1 oder 1 sind. Dann konvergiert das empirische Mass der Eigenwerte

g(A) = %Zf\i 10, gegen das semi-circle law. Dieses
Gesetz, zusammen mit der Eigenwertverteilung einer
03l il zufilligen 1000 x 1000-Matrix, ist links dargestellt. Es
s r: L bleibt oft eine mathematische Herausforderung, die uni-
. h verselle Verteilungsfunktion fiir reale Systeme mathema-

~ 02 7 i tisch abzuleiten.

T 015

0.1 ‘ ‘ In diesem Seminar fiithren wir die Grundbegriffe und
0.05 Konzepte der Zufallsmatrizen ein. Wir diskutieren die
Beweise fiir die Analogien des Gesetztes grol3er Zahlen
a Py 0 2 und des zentralen Grenzwertsatzes fiir die Eigenwerte von
VN Zufallsmatrizen. Besonderes Augenmerk liegt auf dem

Gauss- und Wishard Ensemble fiir welche die determinis-

tische Verteilungsfunktion explizit berechnet werden kann.

Dariiber hinaus diskutieren wir die Verteilung des grof3ten
Eigenwertes, Anwendungen in der Physik und geben eine Einfiihrung in die freie Wahrscheinlichkeits-
theorie. Letztere ist das Konzept von unabhéngigen, aber nicht kommutierenden Zufallszvariablen.



